

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Soient X un espace de Banach et L(X) l'algebre des operateurs lineaires continus sur X, pour
T 2L(X), on notera (T ) son spectre et R
T
sa fonction resolvante denie par R
T
() = ( T )
 1
pour  2 C n(T ). Pour tout x 2 X on appelle le resolvant local de T en x, note (x;T ), l'ouvert
maximal sur lequel l'application  2 C n(T )! R
T
()x 2 X admet des extensions analytiques;
son complementaire note (x;T ) est le spectre local de T en x.
Soit S une partie d'un espace topologique (




= fO 2  tel que S  O ou bien O \ S = ;g:
















(x; T )  O
i
pour tout x 2 X
i
et i = 1:::n:
On dira que T est decomposable si les sous espace X
i
peuvent etre choisis fermes. Si (1)










fermes, on dit que T est S decomposable.
Dans le cas ou S est l'ensemble vide ou un ensemble totalement discontinu, tout operateur
S decomposable et decomposable. Lorsque S est le spectre residuel analytique (S = S
T
), cette
notion coinside avec la denition de la S-decomposablite au sens [11]. On etudie dans ce travail
la notion de la S-decomposabilite les operateurs de multiplications sur les algebres de Banach
commutatives semi simples; on met en evidence le lien avec la regularite de l'algebre ( dans un
sens a denir ) retrouvant ainsi les resultats de [4] et de [5]. Ceci nous permet de donner une
autre approche de la solution donnee par [9]( voir aussi [9]) a un probleme de M.Neumann dans
le cas des algebres de Douglas.
2 Les algebres S-regulieres
On considere dans la suite A une algebre de Banach commutative semi simple et (A) son





induit sur (A) une topologie separee dite de Gelfand qu'on noreta 
g
, c'est
la topologie la moins ne rendant continues les transformees de Gelfand des elements de A, ou
la transformee de Gelfand a^ de a 2 A est l'application continue sur (A) denie pour  2 (A)
par a^() = (a). On considere pour E  (A) l'ideal ferme
k
A
(E) = fa 2 A tel que E  Ker(a^)g
et pour I une partie de A l'ensemble
h(I) = f 2 (A) tel que I  Kerg:
On dira que E est hk
A
- ferme si E = hk
A
(E). Ceci permet de denir une topologie sur (A)
dite la hk
A
- topologie ( ou la topologie de Kuratowski ) qui est moins ne que la topologie de
Gelfand.
Rappelons qu'une algebre A est dite reguliere si pour toute partie fermee S  (A) et
 2 (A) n S, il existe a 2 A tel que a^() 6= 0 et S  Ker(a^), on aura donc S = hk
A
(S) pour
tout ferme S de (A) et par suite les deux topologies precedement denies coincident.
On appelle multiplicateur de A tout operateur borne T : A ! A satisfaisant T (ab) =
aT (b) pour tout a; b 2 A. On notera M(A) l'ensemble des multiplicateurs de A, muni de la
composition et de norme operateur M(A) est une sous algebre fermee de L(A). Pour a 2 A,
2
l'operation de multiplication par a, notee M
a
, est un multiplicateur et l'application  : a 2
A 7 ! (a) = M
a
2 M(A) permet d'identier A a un ideal ferme de M(A). En particulier on
aura (M(A)) = (A) [ h(A), lorsque A est une algebre unitaire on a M(A) = A . Le lien
entre la regularite de A est la decomposabilite des operations de multiplication a fait l' objet de
plusieurs travaux. On regroupe dans le theoreme suivant l'essentiel des resultats obtenus dans
ce sens.
Theoreme 2.1 Soit A une algebre de Banach commutative semi simple. Les assertions suiv-
antes sont equivalentes.
i) A est une algebre reguliere
ii) Pour tout a 2 A;M
a
est decomposable
iii) Pour tout a 2 A; a^ est hk
A
-continue
iv) La topologie de Gelfand et la hk
A
-topologie coincident .
Remarque Dans ( [7], theoreme 1.2 ) M .M Neumann montre qu'en fait pour a 2 A on a, a^ est
hk
A
-continue sur (A) si et seulement si M
a
est decomposable sur A.
Nous adaptons ce resultat a la S-decomposabilite sur A des operateurs de multiplication.
Soit S une partie de C . On dira que a^ est hk
S
A







ouvert dans (A). En reprenant les arguments de la preuve de theoreme 1.2 de [7], on
obtient le resultat suivant
Proposition 2.2 Soient A une algebre de Banach commutative semi simple, a dans A et S une
partie de C . Alors a^ est hk
S
A
 continue si et seulement si M
a
est S decomposable.
Denition 2.3 Soit A une algebre de Banach commutative et S une partie de (A). On dira
que A est S-reguliere si pour tout  2 (A) n S et V un voisinage de  il existe a 2 A tel que
a^() 6= 0 et Supp(a^)  V







ce qui implique que a^ est hk
a^(S)
A





est a^(S)-decomposable. En notant S
a
le plus petit ferme S pour lequel M
a
soit


























1. Si A est S reguliere, alors S
A
 S et M
a
est a^(S)-decomposable pour tout a 2 A.
2. A est S
A
 reguliere.
Remarque . Dans le thereme precedent on etablit donc l'existence d'une plus petite partie S
A
pour laquelle l'algebre A soit S
A
 reguliere.
Le lemme suivant qui est une version equivalente du corollaire 2.2 donnee dans [7] nous per-
met d 'envisager d'etendre les resultats obtenus.
Lemme 2.5 Si A est une algebre de Banach semi simple commutative et I un ideal ferme de
A, alors pour tout a 2 I les assertions suivantes sont equivalentes .
i) a^ est hk
I
- continue




Preuve: On a (I) = (A)nh(I), donc (I) est un ouvert, l'implication directe s' obtient alors
par restriction.
Reciproquement, suposons que a^ est hk
I




















ouvert dans (A) on distingue les deux cas suivants

















[ h(I). Soit "  0 tel que D(0; ")  O, l'emsemble
V
"







qui est en consequent ouvert.
Proposition 2.6 Soient I un ideal ferme de A et a 2 I. Alors






















1) soit  =2 (b;M
a
); O un voisinage de  et F : O ! I tels que
(M
a































(F ) ne soit
pas hk
I
-ferme. Soit  2 hk
I




() =2 F . En considerant le recouvrement C nfg et




deux sous espaces invariants parM
a









































) \ F = ; donc (b
2
) = 0( 2 hk
I
(E)) . Ce qui implique que (b) = 0 pour tout
b 2 I ( impossible) .
Le theoreme suivant donne une nouvelle caracterisation des algebres S-regulieres.
Theoreme 2.7 : Soient A une algebre de Banach commutative semi simple et S  (A)
hk
A
 ferme. Les assertions suivantes sont equivalentes.
1) A est une algebre S-reguliere.








Preuve: Pour l'implication directe, soient E ferme de (I) et  2 (I) n E, il existe a 2 A tel
que (a) 6= 0 et Supp(a^)  (I) n E. Comme  2 (I), il existe b 2 I tel que (b) 6= 0. On
aura alors (ab) 6= 0, ab 2 I et Supp(
^
ab)  (I) nE.
Reciproquement, soit  2 (A) n S, l'algebre k(S) etant reguliere, on peut trouver pour un
voisinage arbitraire V de  dans (A) n S et a 2 k(S) tel que (a) 6= 0, donc Supp(a^)  V .
Exemple 2.8 Notons D(0; r) := fz 2 C =jzj < rg et soit
A = ff 2 C(D(0; 2)) holomorphes sur D(0; 1)g
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Munie de la multiplication ponctuelle et de la norme
kfk
1
= supfjf(z)j : z 2 D(0; 2)g
A est une algebre de Banach dont l'ensemble des caracteres s'identie a D(0; 2). Un calcul direct
montre que A est une algebre D(0; 1)-reguliere. De plus, en utilisant le principe des zeros isoles
pour les fonctions holomorphes, pour tout sous ensemble ferme S de D(0; 1) ayant un point
d' accumulation dans D(0; 1), on a h(k
A
(S)) = D(0; 1); donc l'assertion 2) du theoreme est
satisfaite alors que A n'est pas S-reguliere . Il n'existe pas d'ensemble minimal pour 2) dans le
theoreme precedent. On supposera dans la suite que S est hk
A
-ferme.
On retrouve l'ensemble S
A
pour une algebre de Banach A d'une autre maniere.




une famille d'ensembles dans (A) telle que A soit S
i
-reguliere




-reguliere. En particulier il existe une plus petite partie S
A
telle que A est S
A
-reguliere.


















En considerant la famille
F = fS hk
A






3 Les algebres O-analytiques :
Denition 3.1 Soient A une algebre de Banach semi simple commutative et O un ouvert de
(A). A est dite O-analytique si pour tout a 2 A et pour tout V ouvert de O on a : a^  cte
sur V entraine a^  cte sur O.
Proposition 3.2 Soit A une algebre O-analytique alors il existe un plus grand ouvert O
A
(au
sens de l'inclusion) tel que A est O
A
-analytique .




Proposition 3.3 soit A une algebre O-analytique et soit I un ideal ferme de A tel que O  (I)
alors I est O-analytique.
Preuve: S'obtient par restriction.
On deduit alors
Theoreme 3.4 Soient A une algebre de Banach commutative semi simple et O un ouvert de
(A), alors les assertions suivantes sont equivalentes .
i) A est O-analytique .
ii) Pour tout ideal ferme I tel que O  (I); I est une algebre O-analytique.
Exemple 3.5 : L'algebre donnee dans l'exemple precedent est D(0; 1)-analytique d'apres le
principe des zeros isoles d'une fonction analytique et on a O
A
= D(0; 1).
On va s'interesser dans la partie suivante aux liens qui existent entre les algebres O analy-
tiques et les algebres S-regulieres.
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Proposition 3.6 Soit O  (A) et supposons que A est O-analytique alors O  S
A
.
preuve: Soit  2 (A) et supposons que  2 O nS
A
, puisque A est S
A
 reguliere, il existe V un
voisinage de  dans (A) et a 2 A tel que a^() 6= 0 et supp(a^)  V . En prenant V un voisinage
strictement inclu dans O, on obtient une contradiction.
Sous des hypotheses supplementaires on a:
Proposition 3.7 Soient A une algebre O
A







possede la propriete ().
3. a^
jD
est constante sur tout ouvert connexe D de O
A
Alors 1) 2:) 3:




on a 3) 1
Preuve: Soit D un ouvert connexe de O
A




























i = 1; 2. Comme M
a
admet la




























) donc il existe





























alors pour tout a 2 A tel que a^
jD
= cte sur tout ouvert connexe de O
A
; a^
est hk continue sur (A) donc d`apres le theoreme 2.1 M
a
est decomposable.
4 Sur la sous algebre d'Apostol et Reg(A)
Etant donnee une algebre A, on note Reg(A) la plus grande sous-algebre reguliere de A
et Dec(A) la sous algebre d'Apostol des elements a de A tel que M
a
soit decomposable. En
general on a Reg(A)  Dec(A) [4], la question de savoir si on a egalite est toutefois toujours
ouverte. Divers resultats partiels ont ete obtenu, la reponse est positive dans certaines algebres
de convolution [4] ou dans des algebres de Douglas sur le cercle unite , ( sous algebres uniformes
de L
1
(,) contenant strictement H
1
(D)) [9], [8]. Dans ce paragraphe on donne une approche
nouvelle a la question.




une famille d'ouverts connexes
disjoints deux a deux de parties de (A), considerons la sous-algebre de Banach
B := fa 2 A tel que a^
jC
i
constante pour tout i 2 Ig








































. Pour  2 (B), on distingue deux cas:
 
jI




et on aura  2 (A), puique 
jI




















(b) = (b) 6= 0, comme A = ker(
i
) + C b on pose
~
(a + b) = 
i
(b) pour tout
a+ b 2 A, ce qui permet d'identier  et
~
 2 (A).




. Pour k 2 1; 2, soient
J
k
 I et F
k












= , alors il











Preuve: L'algebre A etant hk(O
A
)-reguliere, les ensembles F
k

















) est un ideal,












= 1. Finalement b
1
repond au lemme.






alors on a Reg(A) =
Dec(A)
Preuve: D'apres la proposition 3.7 on a
Dec(A) = fa 2 A=a^
jD









ou les ouverts C
i
sont les composantes connexes de O
A
, on obtient








g , ce qui implique d'apres le lemme
4.2 que Dec(A) est une sous-algebre reguliere de A. Puisque Reg(A) est maximal on a
Reg(A) = Dec(A) = fa 2 A=a^
jD




1. Dans cette proposition on construit une famille d' algebres qui donne une reponse posi-
tive a la question de [4]. On voit aussi que les preuves donnees dans [9] et [8] reposent sur une
certaine idee de partition de l'ensemble des caracteres en sous ensembes analytiques.
2. La S-decomposabilite et la decomposabilite peuvent se confondre dans des cas ou les
propriete spectral de l'operateurs sont invariantes par rotation. Si on prend les shifts sur des
espaces de Beurling etudies dans [2] on voit qu'ils sont decomposables si et seulement si, ils sont
S-decomposables, ou S sous-ensemble quelconque non trivial ferme du cerle unite.
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